Mathématiques — Seconde Séquence 1 : Manipuler les réels

Séquence 1: Manipuler les réels

Seconde — Mathématiques

Version ELEVE — a compléter en classe

Objectifs de la séquence

B Identifier Pensemble le plus petit auquel appartient un réel ; maitriser les inclusionsN ¢ Z c D c
QcR.

Traduire une condition sur un réel par un intervalle (ou une réunion d’intervalles).

Manipuler la valeur absolue comme distance et résoudre |x —a| < r.
Maitriser les regles des puissances entiéres et des racines carrées.
Développer, factoriser, reconnaitre les trois identités remarquables, y compris « cachées ».

Démontrer par I'absurde qu'un nombre est irrationnel (cas modéle V2).

Encadrer, contréler la propagation d’erreur, utiliser la notation scientifique.

Prérequis — l'essentiel a savoir avant de commencer

L 2 4

Activité 1 — D’ou viennent les nombres réels ?

'

I. Les ensembles de nombres
e Définition clé 1, Propriété 1.1 (critére décimal)
o Méthodes 1, 2, 3 (identifier la nature d’un nombre)
e Démonstration exigible : Théoréme 1 — V2¢Q
e Exercices 8 a 16 p. 22
= [I. Intervalles, valeur absolue, distance
o Définition clé 2, Propriétés 2.1 et 2.2 (valeur absolue)
e Propriété clé 2.3 (distance), Théoréme 2 (caractérisation |x — a| < r)
e Méthodes 4, 5, 6, 7, 8 (simplifier, majorer, résoudre, caractériser, étudier par cas)
e Exercices 24 a 35 p. 28
= JII. Calcul algébrique : puissances, racines, identités remarquables
o Propriété clé 3.1 (puissances), Propriété clé 3.2 (racines)
e Théoréme 3 (identités remarquables)
e Méthodes 9, 10, 11, 12, 13, 14
e Tableaux récapitulatifs — puissances & racines
e Exercices 42 a 58 p. 36
= JV. Ordre, encadrement, notation scientifique
e Propriété 4.1 (ordre et opérations), Définition 4.2 (notation scientifique)
e Méthodes 15, 16, 17
e Exercices 62 a 70 p. 42

4

Bilan — probléme de synthése sur le nombre d’or ¢

4

Ouverture — Vers la séquence 2 (Calcul littéral)
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Prérequis — I’essentiel a savoir avant de commencer

Prérequis — I’essentiel a savoir avant de commencer

Avant d’aborder cette séquence, tu dois maitriser parfaitement les notions suivantes, vues au collége :

P1. Les ensemblesN, Z,Q.N={0,1,2,...},Z={...,-2,-1,0,1,2,...},Q = {g’aez, bEZ*}.

a ¢ ad+bc a ¢ ac
P2. Calcul fractionnaire. — + — = - X ==

b d_ bd ‘b d bd

. 1
P3. Puissances. Poura € R*, n,m € Z : a"a™ = a™™, (a")™ = a™,a™ " = — a =1.
a

P4. Racine carrée. Si a > 0, \/a est I'unique réel positif tel que (1/a)> = a. On a Va? = |al.
P5. Identités remarquables. (a+b)? = a®+2ab+b?, (a—b)? = a> —2ab+b?, (a—b)(a+b) = a® — b>.
P6. Ordre.Sia < betc > 0, alors ac < be; sic < 0, ac > be (le sens change).

P7. Distance sur la droite. d(a, b) = |b — al.

Mini-exercice de vérification (a faire de téte, en moins de 5 minutes).
5 8
a) Calculer A= - — - x —.
3 4 15
372x 3’
32
c) Développer C = (2x — 3)2.

b) Simplifier B =

d) Distance entre les abscisses —7 et 4.
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Activité 1 — D’ou viennent les nombres réels ?

1 Activité 1 — Diagonale du carré unité

Contexte historique. Les pythagoriciens (vi® s. av. J.-C.) pensaient que tous les nombres pouvaient
s’écrire comme un quotient de deux entiers. La découverte que la diagonale d’un carré de c6té 1 ne
pouvait pas s’écrire ainsi fut un séisme philosophique.

On considére un carré ABCD de c6té 1 et on note d la longueur de sa diagonale.

D C

A 1 B

a. Avec le théoréme de Pythagore dans le triangle ABC, exprimer d?, puis d.

c. A la calculatrice, essayer plusieurs fractions P (avec p, q entiers, g # 0) qui approchent d : par
q

7 17 99 1393
exemple -, —, —, ——
5 12 70 985
nature de V2?

. Aucune ne coincide exactement avec V2. Que peut-on conjecturer sur la
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1 Les ensembles de nombres

Dans toute cette section, x désigne un réel.

1.1 Construction « en couches » : N, Z, D, Q, R

% Définition clé — Définition 1.1 Les cinq ensembles de nombres

— N=1{0,1,2,3,... } : entiers naturels.
— Z={...,-2,—-1,0,1,2,...} : entiers relatifs.

— D= {L aeZ ne N} : décimaux (soit encore , puisque 10 = 2 X 5).
10" X 5"

- Q= {2 peZ qe Z*} : rationnels.
q

— R : tous les nombres mesurant une longueur sur la droite graduée.

Les inclusions sont strictes :

1 Remarque

A chaque étape, on exhibe un élément du grand ensemble qui n’est pas dans le petit : —1 € Z \ N;
05€D\Z;1eQ)\D (03 est infini); V2 € R \ Q (théoréme 1).

NCZcDCQCR.

% Propriété — Propriété 1.1 Critére décimal

Un réel x est :
— décimal ssi son écriture décimale est finie;

— rationnel ssi son écriture décimale est finie ou périodique a partir d’un certain rang.

1

7e@\l]]).

1 —_ . , .
0,123 € D. 5 = 0,142857 (périodique, période 6)

1.2 Reconnaitre la nature d’'un nombre

Identifier le plus petit ensemble (registre algébrique) Enoncé. Pour chacun des nombres ci-dessous,
donner le plus petit ensemble parmi N, Z, D, Q, R auquel il appartient. Justifier rigoureusement.

45 17 4 22
X = —, Xg= —, x3= —, x4=V18-3V2, xs =71 — —.
T P P Tt > 7
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Démontrer la rationalité d’un nombre périodique (registre numérique) Enoncé. Soit x = 0,427 =

0,4272727 ... Montrer que x € Q et donner sa forme — irréductible.
q

i Méthode — 3

Reconnaitre une expression rationnelle cachée (registre algébrique avancé) Enoncé. Soit a =

V3 + 2\/5 — /2. Montrer que a € N.

1.3 Démonstration exigible : V2 est irrationnel

% Théoréme — Théoréme 1 Irrationalité de V2

V2 n’est pas un nombre rationnel : V2 e R \ Q.
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Démonstration — par ’absurde — démonstration au programme

Vidéo associée : la rédaction compléte est disponible en vidéo Manim.

w Exercices 8 a 16 p. 22 (Hyperbole 2¢ — Nathan 2024).
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https://youtu.be/TBD-demo-01-irrationalite-racine-2
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Séquence 1 : Manipuler les réels

2 Intervalles, valeur absolue et distance

Cadre. On travaille dans R muni de la droite graduée. a, b désignent des réels avec a < b, sauf mention

contraire.

2.1 Intervalles de R

% Définition clé — Définition 2.1 Les neuf types d’intervalles

Pour a < b réels :

Notation Définition Lecture Représentation
[a; b] {x e R|a< x<b} | fermé borné (segment) —;—;—>
la;b[ {xeR |a<x<b} | ouvert borné —2—?—»
[a;b] {x e R|a<x<b} | semi-ouvert a droite —;—C;—»
la; b] {x e R|a<x<b} | semi-ouvert a gauche —2—;—»

[a;+oo] {xeR|x>a} demi-droite fermée —;—>+
la;+oo] {xeR|x>a} demi-droite ouverte —2—>+

] — c0;b] {xeR|x<b} demi-droite fermée «—2—>

] —oo;b[ {x e R|x < b} demi-droite ouverte 4—?—>

] = o0;+00[=R R tout entier toute la droite —

= Attention

oo n’est pas un nombre : c’est une notation pour signaler que I'intervalle n’est pas borné. Le crochet
est toujours ouvert du coté de +oo.

% Propriété — Propriété 2.1 Intersection et réunion

I N J = ensemble des réels a la fois dans I et dans J; I U J = ensemble des réels dans I ou dans J.
L’intersection de deux intervalles est toujours un intervalle (éventuellement vide). La réunion ne I’est
pas nécessairement.

[-2;5] N [3;10] = [3;5]; [-2;5] U [3;10] = [-2;10]; [-2;5] N [7;10] = @.

2.2 Valeur absolue et distance sur R

% Définition clé — Définition 2.2 Valeur absolue

Soit x € R. La valeur absolue de x, notée |x|, est définie par :

x six >0
x| = .
—-x six<0

Géométriquement, |x| est la distance du point d’abscisse x a I'origine.
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% Propriété — Propriété 2.2 Propriétés algébriques

Pour tous x,y € R: (1) |x| > Oet|x| =0 & x=0; (2)|-x|=|x[; 3)Ixy| = |x| lyl; (4)
Vx? = |x| (attention : ce n’est pas x si x < 0); (5) Inégalité triangulaire : |x + y| < |x| + |y|.

Simplifier une expression avec valeurs absolues (algébrique) Enoncé. Simplifier (sans valeur absolue) :
(@) A = 4/(x — 5)? pour x € R quelconque; (b) B = |-3x| X |[x — 1| pour x € R; (c) C = |x2 - 9| pour
€ [-3;3];(d) D =|(x—1)(2 - x)| pour x € [1;2].

Majorer avec I'inégalité triangulaire (algébrique) Enoncé. Soit x,y € R tels que |x| < 2 et |y| < 3.
Majorer : (a) [x + y|; (b) |2x — 3y|; (c) |x2 +xy|.

% Propriété clé — Propriété 2.3 Distance sur R

Soit a, b € R. La distance entre les abscisses a et b vaut :

d(a,b)=|b—a|l=|a-Db|.
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2.3 Caractérisation |x —a| < r

% Théoréme — Théoréeme 2 Boules dans R

Soitae Retr >0.0Ona:

lx—a|<r & a-r<x<a+r & x€la-r;a+r].

Deméme |[x —a| <r & x€la—-r;a+r[,et|x—a|>r & x€]—o0;a—r]U[a+r;+0].

Interprétation. |x — a| se lit « distance entre x et a »; |[x — a|] < r : « x est a distance au plus r de a ».

> Méthode — 6

Résoudre une inéquation avec valeur absolue (algébrique) Enoncé. Résoudre : (a) |x — 3| < 5; (b)
[2x +1] < 7;(c) |3x — 4| > 2.

> Méthode — 7

Caractériser un intervalle par |x — a| < r (graphique) Enoncé. Sur la droite réelle, on considére I =
[—3; 11]. Caractériser I par une condition |x —a| < r.

1. Représenter I sur 'axe gradué et placer son centre.

| | | | | | | | | | |
-6 -4 =7 0 2 4 6 8 10 12 14

2. Déterminer a (centre) et r (demi-amplitude).

3. Ecriture demandée + vérification sur les bornes.
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Equation avec valeur absolue par disjonction (algébrique avancé) Enoncé. Résoudre dans R : |x — 1|+
|x — 4| =5.

w Exercices 24 a 35 p. 28 (Hyperbole 2% — Nathan 2024).
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3 Calcul algébrique : puissances, racines, identités remarquables

Cadre. a, b, x, y désignent des réels; on précise systématiquement les conditions d’existence.

3.1 Puissances d’exposant entier relatif

% Propriété clé — Propriété 3.1 Regles des puissances

Soita,b e R*etnme Z :

ma’ _ a\n a" _ 1,
ata™ = a" m; = =a m; (an)m — anm; (ab)n — anbn; s =—: a n _ —: a’=1
m b bn a

Conditions d’existence. a # 0 pour a™" (sinon dénominateur nul).

= Attention

On ne peut pas « additionner les exposants » entre puissances de bases différentes : 2° + 5° ne se
simplifie pas en une seule puissance.

3.2 Racine carrée

B Définition 3.1 Racine carrée

Pour a > 0, la racine carrée de a, notée /a, est 'unique réel positif ou nul tel que (v/a)? = a.
Condition d’existence. y/a n’est définie dans R que pour a > 0.

% Propriété clé — Propriété 3.2 Regles des racines

Poura> 0,b> 0:
‘/Ez\/a‘/l;; sib>0,\/%=%; \/F=|a|.
Pieges a proscrire. Va+b ;t\/_+\/_ .V9+16 =5 #7). Va? = a est faux sia < 0.

5 Méthode — 9

Simplifier une expression avec racines (algébrique) Enoncé. Simplifier : A = V50 — 38 + v200;
VS x V20

B= ~—~—~ Y&
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5 Méthode — 10

Rendre rationnel un dénominateur (algébrique avancé) Enoncé. Soit C = etD =
2+3 V5

Donner leur forme avec dénominateur rationnel.

= Méthode — 11

Etude graphique de la fonction racine (graphique) Enoncé.

1. Donner Dy pour f(x) = VXx.

2. Compléter le tableau de valeurs (arrondies au centiéme).

x [0]025|1|2|4]625]|9]16

E

3. Tracer la courbe de f sur [0; 16].
4. Résoudre graphiquement v/x > 2, puis par le calcul.
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3.3 Trois identités remarquables

% Théoréme — Théoréme 3 Les trois identités remarquables

Pour tous a, b € R :

(a+b)>=a’+2ab+b*| |(a—b)?=a®—2ab+b*| |(a—Db)(a+b)=ad®—b*

15 Remarque

Les identités se lisent dans les deux sens : développer (G — D); factoriser (D — G).

iz Méthode — 12

Reconnaitre une identité remarquable « cachée » (algébrique) Enoncé. Pour chaque expression, dire
s’il s’agit du développement d’une identité remarquable et factoriser si possible. P(x) = 9x?+30x+25;
O(x) = 4x? — 12x + 9; R(x) = 16x% — 49; S(x) = x* + 6x + 8.

iz Méthode — 13

Factoriser pour résoudre une équation (algébrique avancé) Enoncé. Résoudre dans R : (2x —3)? — (x+
1)2=0.
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i Méthode — 14

Identité remarquable et probléme d’aire (géométrique/contextualisé) Enoncé. Carré ABCD de coté x
(x > 3); on découpe un carré de c6té x — 3 dans le coin inférieur gauche.

1. Exprimer 'aire A(x) de la zone restante.
2. Montrer A(x) = 3(2x — 3).
3. Pour quel x a-t-on A(x) = 39 cm?*?

Tableau récapitulatif — Identités remarquables

Forme initiale | Forme développée Exemple
(a+b)? a’ + 2ab + b? (x+3)2%=x*+6x+9
(a-b)? a® — 2ab + b* (2x - 1) =4x? —4x+1

(a+b)(a—-10) a® - b? (x+5)(x—5) =x*-25

Tableau récapitulatif — Puissances et racines

Regle Conditions Exemple
- 3. 95— 92 _ 1
at-am = gttm a+0 23 .95 =9 =1
(a™)™ = a"™™ a+0 (3%)*=3°
a" == a#0 5% =4
Vab = aVb ab>0 | Vi2=V4-3=2V3
Va? = |q| acR V(=52 =5

w Exercices 42 d 58 p. 36 (Hyperbole 2% — Nathan 2024).
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4 Ordre, encadrement et notation scientifique

Cadre. Les nombres sont des réels; on précise le signe des facteurs avant toute manipulation.

4.1 Ordre et opérations

% Propriété — Propriété 4.1 Compatibilité de Pordre

Pour g, b,c,d e R :
(1) asb=a+c<b+c (on peut ajouter un méme réel de part et d’autre).

(2) a<betc>0:ac<bc;sic<0:ac> bc(le sens change).

(3) a<betc<d=>a+c<b+d (somme d’inégalités de méme sens).

4)0<a<bet <d=ac<bd (produit d’inégalités entre nombres positifs).
1 1

(5) Poura,b>0:a<b & - > 5 (Uinverse change le sens sur R} ).

5 Attention

On ne soustrait pas, et on ne divise pas, deux inégalités. Pour soustraire, on change le sens d’une des
deux puis on ajoute.

4.2 Encadrement et propagation de I'incertitude

> Méthode — 15

Encadrer somme, produit, quotient (numérique) Enoncé. On sait x € [2;3] ety € [-5;—1]. Encadrer :
X

E; =2x—-3y; Ey =xy; Es = —.
)

> Méthode — 16

Controler une approximation (contextualisé physique) Enoncé. Rayon mesuré r = 4,73 cm, incertitude
Ar = 0,02 (r € [4,71;4,75]). Encadrer A = rr? (prendre 3,14 < 7 < 3,15) et majorer Lerreur.
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4.3 Notation scientifique

H Définition 4.1 Notation scientifique

Tout x # 0 s’écrit de facon unique : x = ax 10" avec 1 < |a| < 10 etn € Z.

v Exemple

3,45 X 107 = 34500 000; —2,1 X 10~% = —0,000 21.

iz Méthode — 17

Calcul en notation scientifique (contextualisé physique) Enoncé. Masse du Soleil My, ~ 1,989x10% kg,
proton m, ~ 1,673 x 107’ kg. Estimer en notation scientifique, 4 2 chiffres significatifs, le nombre de
protons dans le Soleil.

w Exercices 62 a 70 p. 42 (Hyperbole 2% — Nathan 2024).
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Bilan — Synthése de la séquence

Probléme de synthése — Le nombre d’or ¢

Le nombre d’or, noté ¢, est défini comme 'unique réel strictement positif solution de I’équation

xi=x+1. (&)

Partie A — Résolution algébrique.

1. Vérifier que (&) équivaut a x* —x — 1 = 0.

2. En écrivant x* — x = (x — %)2 - i, montrer que () & (x - %)2 = %.

3. En déduire les deux solutions exactes, puis le nombre d’or ¢.

Partie B — Nature de ¢.
4. Donner un encadrement de V5 au centiéme, puis de ¢ d’amplitude 1072,

5. Démontrer par 'absurde que ¢ est irrationnel. Indication : si ¢ € @, alors V5 = 2¢ — 1 € Q, ce qui
contredit (admis) V5 ¢ Q.

Partie C — Une propriété étonnante.

1
6. Montrer que — = ¢ — 1.
¢

1
7. En déduire — sous forme simplifiée (dénominateur entier).
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Ouverture — Vers la séquence 2

Dans cette séquence, nous avons établila maitrise des objets numériques : ensembles, intervalles, valeur
absolue, identités, encadrements.

Dans la séquence 2 — Calcul littéral, nous allons utiliser cet outillage : développement, factorisa-
tion, manipulations avec puissances et racines, mise en pratique avec Python. La factorisation par identité
remarquable et la traduction d’inégalités par des intervalles deviennent des automatismes-clés.
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Remarques personnelles
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